Do czego stuzy pochodna?
Przyktady zastosowan pochodnej pochodzacych
z r6znych dyscyplin.
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I ROLA MATEMATYKI W NAUKACH SCISLYCH

Matematyk 1 polityk francuski E. Borel (1871-1956) pisat: Jesli nawet
matematyka jest czystym wytworem umystu ludzkiego, to jednak ciagle zdarzato sie,
Jjakby w jakims ustawicznie powtarzajacym si¢ od wiekow cudzie, Ze pigkne
uporzadkowanie konstrukcji logicznych (dzigki ktorym matematyka chciala jedynie
dokonacé postepu w swojej dzedznie) okazywalo si¢ tajemniczo zgodne ze
wszechswiatem zmystow i pozwalato dokonywac nieoczekiwanego postgpu w naukach
fizyemych." Filozof angielski FRANCISZEK BACON (1561-1626) pisal natomiast:
Istnieje w naturze wiele zagadnien, ktorych nie mozna ani dostrzec z wystarczajaca
doktadnoscia, ani przedstawic¢ dostatecznie jasno, ani wykorzystac dostatecznie zrecznie
bez pomocy i interwencji matematyki’

Zastosowanie matematyki do badafh przyrodniczych - w szerokim tego stowa
znaczeniu - mozna podzieli¢ na dwa etapy. Pierwszy z nich, to budowa modelu
matematycznego rozwazanego zjawiska. Natura zjawiska nie jest przy tym istotna,
np. moze by¢ nim roztadowanie kondensatora w obwodzie zawierajacym opOr
1 indukcyjno$¢, uginanie si¢ belki pod wptywem przytozonej sily, i in. Na model
matematyczny sktadaja si¢ zwykle réwnania, wyrazajace w przyblizony, lecz wlasciwy
matematyce zwigzly i przejrzysty sposob, najistotniejsze, stwierdzone do$wiadczalnie
powiazania i zalezno$ci migdzy miarami wystgpujacych w badanym zjawisku wielkosci
fizycznych. Inaczej mowiac, model matematyczny opisuje w sposob przyblizony, lecz
zwigzly 1 przejrzysty, te cechy zespolu praw fizycznych rzadzacych modelowanym
zjawiskiem, ktorych wplyw na przebieg zjawiska uwazamy na podstawie doswiadczen
za dominujacy. Oczywiscie, dla jednego zjawiska fizycznego mozna budowac rézne
modele, uwzgledniajace mniej lub wigcej cech zespotu praw fizycznych rzadzacych
badanym zjawiskiem. W modelach takich moga wystgpowaé rdzne pojecia
matematyczne.

Etap drugi polega na poddaniu zbudowanego modelu formalnemu rozumowaniu
matematycznemu, ktore pozwala wysnuwaé wnioski majace czgsto posta¢ nowych
rozwazan. Ot6z rOwnania te moga sugerowac istnienie takich zwiazkow migdzy

miarami wielko$ci fizycznych i takich zjawisk, ktore uprzednio nie byly stwierdzone

' Matematyka - nasza niedostrzegalna kultura, dz. zb. pod red. M. Golebiowskiego, Wydawnictwo
Naukowe Uniwersytetu Szczecinskiego, Szczecin 1994, s. 9
2 Tamze. s. 22
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doswiadczalnie. Jezeli zwiazki te czy tez zjawiska zostana nastgpnie potwierdzone
do$wiadczeniem, to mozna mowi¢ o odkryciach fizycznych dokonanych za pomoca
matematyki.

Historia fizyki zna wiele waznych odkry¢, w ktorych znaczenie matematyki byto
dominujace.

Poniewaz model matematyczny badanego zjawiska stanowi tylko przyblizony
opis zespoli praw fizycznych rzadzacych tym zjawiskiem, wigc nalezy uznaé za
naturalne, ze wnioski otrzymane z tego modelu beda takze tylko w przyblizeniu zgodne
z doswiadczeniem. Trzeba jednak zdawac sobie sprawg, ze sama istota tej zgodnosci,
zgodno$ci produktu otrzymanego za pomoca formalizmu matematycznego
z doswiadczeniem, nie jest w ogole znana. Nie wiemy co jest przyczyna tej zgodnosci
cho¢ mozemy si¢ domyslaé, ze rozumowanie czlowieka, ktore uksztaltowalo si¢ na
obserwacjach przyrody, nie odbiega od niej w swych wnioskach.

Na podstawie podanych tu uwag nalezy podkresli¢, ze jedynym kryterium
sensu fizycznego wnioskéw matematycznych jest do$wiadczenie.
Zaznaczam jednak, ze chodzi tu o poprawno$¢ interpretacji fizycznych, nie za$
0 poprawno$¢ rozumowania matematycznego, gdyz matematyka jest nauka
abstrakcyjna 1 wszelkie sprawdzanie jej na drodze dos$wiadczalnej byloby zwyklym
nieporozumieniem.

Historia fizyki dostarcza wielu przyktadow na to, ze do§wiadczenie potwierdza
zazwyczaj wnioski 1 sugestie, jakich dostarcza rozumowanie matematyczne. Z tego

wzgledu matematyka stanowi pot¢zne narzgdzie pracy badawczej fizykow i technikow.
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II KTO JEST TWORCA RACHUNKU ROZNICZKOWEGO - CZYLI
GLOSNY SPOR O PALME PIERWSZENSTWA

W roku 1638 Pierre Fermat (prawnik i matematyk francuski, 1601-1665) odkryt
metode znajdowania maksiméw 1 miniméw funkcji algebraicznych. Jego prace
utorowaly drogg rachunkowi rézniczkowemu.

W 1684 roku ukazala sig¢ liczaca sze$¢ stronic praca G. Leibniza (niemiecki
uczony, 1646-1716) z rachunku rézniczkowego. Zostata opublikowana w zalozonym
przez niego czasopi$mie matematycznym Acta Eruditorum. Autor podat w niej pojgcie
isymbol rézniczki oraz przytoczyl bez dowoddéw regulty rézniczkowania sumy,
iloczynu, ilorazu funkcji zlozonej oraz zasady wyznaczania ekstreméw i punktow
przegigcia. Z kolei w 1686 roku podat pojgcie i symbol catki. Znany wzor Leibniza na
nta pochodnag iloczynu pochodzi z roku 1695. Skuteczno$¢ stworzonego przez Leibniza
rachunku rozniczkowego zostata sprawdzona przy rozwiazywaniu wielu zagadnien

mechaniki. Wazkim elementem jego dorobku naukowego jest wprowadzona przez
niego symbolika. Od niego pochodza symbole rozniczek dx, d’x, & x, calki '[ .

Prace Leibniza zawieraly pewne niejasnosci i niekonsekwencje. Mimo to stanowity
poczatek niezwykle ptodnego okresu tworczosci matematycznej. Do rozpowszechnienia
nauki Leibniza przyczynili si¢ przede wszystkim bracia Jacob Bernoulli (szwajcarski
matematyk, 1654-1705), Johann Bernoulli (mlodszy brat Jacoba, matematyk, 1667-
1748) i G. L’Hospital (matematyk francuski, 1661-1704). Leibiz nie pozostawit po
sobie dzieta na miar¢ swych zdolnosci. Wyniki swych dociekan zwart w drobnych
artykutach i licznej korespondencji.

Mimo ze Leibniz byt raczej czlowiekiem ugodliwym, uwiklat si¢ w ostatnich latach
swego zycia w spor z I. Newtonem (fizyk, astronom, matematyk i filozof angielski,
1642-1727) o pierwszenstwo stworzenia rachunku rézniczkowego. Spor ten byt
szczegblnie rozdmuchiwany przez zwolennikoéw obu uczonych.

Pierwsze rezultaty uzyskat Newton, nastapilo to w latach 1665-1666. Wyniki
jego prac zostaly opublikowane duzo pdézniej w dwoch pracach: De quadratura
curvanum (O kwadraturze krzywych 1704 t.) i The Method of Fluxions and Infinite
Series (Metoda fluksji 1 szeregow nieskoriczonych 1736 r.). W pracach tych rozwinat
podstawy analizy matematycznej, rozwiazat takie zagadnienia jak wyznaczanie

ekstremow funkcji, punktow przegigcia, znajdowanie stycznych do krzywych,
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obliczanie dlugosci tukow krzywych, pol powierzchni ograniczonych przez krzywe, jak

réwniez rozwiazywanie prostych rownan rézniczkowych.

Leibniz i Newton doszli do swych odkry¢ samodzielnie i na innej drodze.

Leibniz dokonat odkrycia pochodnej przy zagadnieniu poszukiwania stycznej do

krzywej, natomiast Newton — przy rozwiazywaniu zagadnien z mechaniki.

Nalezy zaznaczy¢ ze wielcy matematycy zawarli ze soba znajomo$¢ w latach 1673,

1676, podczas pobytu Leibniza w Londynie.

Oto krotkie biografie tworcow rachunku rézniczkowego.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),
niemiecki  filozof 1 matematyk, studiowal na
uniwersytetach w Lipsku, Jenie i1 Altdorfie filozofie
i prawo, w 1666 opublikowat pierwsza prace
matematyczna o kombinatoryce. W 1672 przybyt jako
dyplomata do Paryza, gdzie zapoznal si¢ glebiej
z 6wczesna matematyka. W 1673 zostat cztonkiem Royal

Society w Londynie (za skonstruowanie maszyny do

liczenia), w 1700 zalozyt Akademig¢ Nauk w Berlinie. Niezaleznie od Newtona stworzyt

rachunek rozniczkowy i catkowy, wprowadzajac don oznaczenia obecnie uzywane.

Opisat mechanizm do przyblizonego graficznego catkowania, w swoich listach do

przyjaciot wylozyt poczatki teorii wyznacznikdw, probowat sformalizowa¢ zagadnienia

nalezace dzi§ do logiki matematycznej. Leibniz wprowadzit bardzo duzo symboli

matematycznych, wiele z nich jest do dzi§ w uzyciu.

Sir Isaac Newton (1642-1727) - fizyk, astronom,
matematyk 1 filozof angielski. W 1665 ukonczyt
uniwersytet w Cambridge uzyskujac tytut bakalarza,
a w 1668 stopien magistra; w 1669 otrzymat tam katedre
fizyki 1 matematyki, a w 1672 zostal czlonkiem
londynskiego Royal Society, ktorego byl prezesem od
1703. Od 1699 byt cztonkiem Akademii Nauk w Paryzu.

Oprécz epokowych odkry¢ w dziedzinie fizyki Newton jest rOwniez wspoitworca (obok

Leibniza) rachunku rézniczkowego i catkowego (ktory nazywat rachunkiem fluksji),

podat metodg¢ przyblizonego rozwiazywania rownan algebraicznych (metoda
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stycznych), wzdr interpolacyjny, pozwalajacy na znalezienie wielomianu n-tego stopnia
przyjmujacego w n danych punktach okre§lone wartosci, badat pewne wlasnosci
krzywych trzeciego stopnia i1 podal ich klasyfikacjg¢, jest autorem twierdzenia

o symetrycznych funkcjach pierwiastkow rownan algebraicznych i in.
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IIT POCHODNA I JEJ OBLICZANIE

111.1 Predkos¢ poruszajacego sie punktu

Rozpatrz¢ spadajacy swobodnie (w prozni — aby nie uwzgledniaé

0
oporu powietrza) cigzki punkt materialny. Jesli czas ¢ (s) bedg
liczyta od poczatku spadania, to droga s (m) przebyta w ciagu tego s
O M
czasu wyrazi si¢ nastgpujaco: As
> M,
1
(1) s=Lgp
2 v
gdzie g=9,81m/ s . Okresle predkos¢ vpunktu w danej chwili £
Rys. 1

gdy punkt znajduje si¢ w potozeniu M (rys. 1).
Nadaj¢ zmiennej ¢ pewien przyrost Af i rozpatrujg¢ chwilg # + Az gdy punkt
begdzie w potozeniu M. Przyrost MM, drogi odpowiadajacy okresowi czasu At

oznaczam przez As. Podstawiajac do wzoru (1) 7+ Afzamiast #otrzymuje wyrazenie
s+As= %g(t+ Af)

skad
As= %g(2tAt+ A7),

Dzielac As przez Atotrzymujg predkosc srednia spadajacego punktu na odcinku MM,

A
|2 =—S:gt+£-At.

.V 2

Predkos$¢ ta zmienia si¢ wraz ze zmiana At Stan spadajacego punktu w chwili £ jest
opisany tym lepiej, im mniejszy jest okres Az ktory uptynat od tej chwili.

Predkoscia v punktu w chwili ¢ nazywa si¢ granice, do ktorej dazy predkosé
srednia v, odpowiadajaca okresowi A ¢, gdy A ¢ dazy do 0.

W rozpatrywanym przypadku jest

V= lim[gtvt%gAtj:gt.

At—0

Analogicznie oblicza si¢ pregdkos¢ w przypadku prostoliniowego ruchu punktu.

A . .
Stosunek A—L: wyraza predkosc srednig v, w okresie A f.
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Predkos$¢ rzeczywista vw chwili ¢ otrzymujg stad przez przejscie do granicy

. . As
v=lm v, = lim —.
A0 At—0 At

II1.2 Styczna do krzywej

Niech bedzie dana krzywa K (rys. 2), a na niej punkt M Biorg na krzywej
Kpunkt M; r6zny od punktu M1 prowadze sieczna MM,. Gdy punkt M, bedzie poruszat
si¢ wzdhiz krzywej, sieczna bedzie si¢ obracata wokot punktu M

Styezna do krzywej K

w punkcie Mnazywa si¢ M,

graniczne  polozenie = MT K

\M

v
N

siecznej MM, gdy punkt M, Rys. 2

dazy wzdluz krzywej do punktu M. Sens tej definicji polega na tym, ze kat £ M;MT
staje si¢ dowolnie maty, jesli cigciwa MM, jest dostatecznie mafa.

Zastosuje te definicje do znalezienia stycznej do paraboli y= ax’ w dowolnym
jej punkcie M x,y). Poniewaz styczna przechodzi przez ten punkt, wigc aby okresli¢ jej
polozenie, wystarczy znac jeszcze jej wspotczynnik katowy.

Nadajac odcigtej x przyrost A x, przejd¢ od punktu M krzywej do punktu A
o odcigtej x+ A x irzgdnej y+A y= él(X+AX)2 (rys. 3). Wspotczynnik katowy zge
siecznej MM, wyznaczam z trojkata prostokatnego MNM,. Jego przyprostokatna MN

jest rbwna przyrostowi odcigtej A x, a przyprostokatna NM; jest odpowiednim

A A

b)

Rys. 3
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przyrostem rze¢dnej
Ay= 3(2)( A x+ (A X)2 ),
tak wiec

A
tgq):—y:2ax+an.
Ax

Aby znalez¢ wspolczynnik katowy stycznej, trzeba przejs¢ do granicy przy
Ax—0.

tga = lim (23X+ al X) =2ax.

A x>0
Wynika stad wygodny sposéb konstrukcji stycznej do paraboli. Mianowicie w trojkacie
MPT (rys. 3b):
y _ax

- tga 2ax

X
=3
T jest wigce srodkiem odcinka OP. Tak wigc w celu otrzymania stycznej do paraboli
w jej punkcie M, wystarczy podzieli¢ odcinek OP na polowy i §rodek jego polaczy¢
z punktem M.

W przypadku dowolnej krzywej o réwnaniu y= f(x) wspotczynnik katowy

stycznej mozna znalezé w podobny sposob. Przyrostowi A x odcigtej odpowiada

. A ) ) )
przyrost A y rzednej, a stosunek A_y wyraza wspofczynnik katowy siecznej fg¢.
X

Wspotezynnik katowy stycznej otrzymuje stad przez przejcie do granicy przy
Ax—0:

. . Ay
%Ia_}go%f(o_}l;gloﬂ'

111.3 Definicja pochodnej

Pochodna funkcji w punkcie

Dana jest funkcja fokreslona w przedziale (a, b), oraz x, € (a,b). Liczbg A x
dla ktorej (x, + A x) € (a, b)) nazywamy przyrostem argumentu w punkcie x, .

Roznice Ax, + A x)— f(x,) nazywamy przyrostem wartosci funkcji w punkcie x; .
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Ilorazem roéznicowym funkcji / w punkcie x, nazywamy stosunek:

Ax, +Ax)- flx)

AXx '

Definicja 1.

Jesli funkcja jest okre$lona w przedziale (a, b), x, € (a, b) 1 istnieje skonczona

o A%+ Ax)- Alx)

A x>0 A X

granica , to granic¢ t¢ nazywamy pochodna funkcji £

w punkcie x, ioznaczamy £(x,).
O funkcji £, ktéra ma pochodna w punkcie x, moéwimy, ze jest rézniczkowalna

w tym punkcie.

Przykiad 1.
Obliczg pochodna funkcji Ax)= x* w punkcie x, =1, czyli 7(1).

Wyznaczam iloraz r6znicowy funkcji fw punkcie x, =1.

Al+Aax)- A1) (1+Ax)-1° :1+2AX+(AX)2 —1:2AX—(AX)2 _AX2-Ax) _

A Xx A X A Xx A Xx A X
=2-Ax

Obliczam granicg ilorazu ré6znicowego: lim (2 -A X) =2.

A x—0

Zatem f(l) =2.

Pochodna jako funkcja

Definicja 2.

Oznaczamy D', zbior wszystkich argumentow funkcji £ dla ktorych istnieje
pochodna £(x). Mozemy okreslié nowa funkcje, ktora kazdej liczbie xe D,
przyporzadkowuje £'(x). Funkcjg te nazywamy pochodna funkcji £i oznaczamy .
Uwaga. Pochodna funkcji fjest funkcja, natomiast pochodna funkcji w punkcie x, jest

liczba.
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Przykiad 2.

Wyznaczyé pochodna funkcji Ax)= x* +2x—1
Zadanie to rozwiazg tak jak przyktad 1, z tym Ze punkt w ktorym obliczg pochodna jest
dowolny (kazdy z dziedziny funkcji), oznaczam go wigc przez x.

Ax+Ax)— f(x): (x+Ax)’ +2(X+AX)—1—(X2 +2X—1):

AXx AXx
B X +2XAX+(AX)2 +2x+2Ax—1-xX -2x+1 B
AXx
2
:2XAX+(AX) +2AX: AX(2X+AX+2):2X+AX+2
AXx AXx

lim (2x+A x+2)=2x+2

A x—0

Zatem (¢ +2x-1) =2x+2
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IV POJECIE POCHODNEJ A PODSTAWOWE POJECIA ROZNYCH
DZIEDZIN WIEDZY

Pojecie pochodnej ma zastosowanie w réznych dziedzinach wiedzy m. in. Do

definiowania pewnych pojg¢.

W rozdziale 7111 zostalo wykazane, ze predkos$¢ v jest pochodna przebytej

drogi s wzgledem czasu ¢

W rozdziale /71.2 zostalo udowodnione, ze wspo6tczynnik katowy zga stycznej

jest pochodna rzednej ywzgledem odcietej x.

Jesli predkos¢ ruchu v nie jest stata i sama zmienia si¢ z biegiem czasu
L v= f(t), to rozpatruje si¢ predkos$¢ zmiany predkosci nazywana przyspieszeniem.
Jesli przyrostowi czasu A ¢ odpowiada przyrost predkosci A v, to stosunek

Av
35’1':_
At

wyraza przy$pieszenie S$rednie w odcinku czasowym Af, a granica jego jest

przyspieszeniem ruchu w danej chwili:

a=lma, =lim —
A0 A0 At

Przys$pieszenie jest pochodna predkosci wzgledem czasu.

Za pomoca pochodnej okresla si¢ pojecie pojemnosci cieplnej ciata przy danej

temperaturze.

Przyjmuj¢ oznaczenia: 6 - temperatura (w stopniach C), W — ilo$¢ ciepta, ktorej
potrzeba, aby ogrza¢ cialo od 0° do #° (w kaloriach). Wjest funkcja 6: W= (8).
Nadajmy temperaturze € pewien przyrost A9, wtedy W tez otrzyma przyrost AW

Srednia pojemnos¢ cieplna przy nagrzewaniu od 0° do 6 °+460 ° bedzie rowna

AW
Co = -
AG
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Poniewaz jednak przy zmianie 46 ta $rednia pojemnos¢ cieplna na ogoét si¢ zmienia,
nie mozemy jej przyjac¢ za pojemnos$¢ cieplna przy danej temperaturze €. Aby otrzymac

tg ostatnia trzeba przej$¢ do granicy:

. . AW
c=lm ¢, = lim —.
AO—0 A0 A G

Pojemnos$¢ cieplna ciala jest pochodna iloSci ciepla wzgledem temperatury.
Przytoczg okreslenie natezenia pradu zmiennego w danej chwili.

Przyjmuj¢ oznaczenia: #— czas (w sekundach), liczony od pewnej chwili poczatkowej;
Q — ilo$¢ elektrycznosci (w kolumbach), ktéra przeptyngta w ciagu tego czasu przez
przekréj poprzeczny obwodu elektrycznego. Q jest funkcja # Q = A#). Powtarzajac
poprzednie rozwazania otrzymuje, ze srednie natgZenie pradu w okresie Af bedzie

rowne

a natgzenie pradu w danej chwili wyrazi si¢ jako granica

7= lim 7, = tim 29

A0 A0 Af

Natezenie pradu jest pochodna iloéci przeptywajacego tadunku wzgledem czasu.
Oto przyktad zastosowania definicji pochodnej w ekonomii.

Niech funkcja K(x) przyjmuje warto$ci dodatnie dla x) 0. Funkcje K(x) bedg

w dalszym ciagu interpretowac jako funkcjg tzw. kosztow catkowitych. Przyjmujg, ze
K(x) wyraza catkowity koszt wyprodukowania x jednostek pewnego dobra. Przyrostowi

produkcji od x,do x, + /4 (4 — bezwzgledna wielkos$¢ przyrostu) odpowiada przyrost
funkcji kosztow K(x, + 4)— K(x;).
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Tloraz

K(x, +h)- K(x)
h

daje przecigtny koszt wyprodukowania jednej jednostki pewnego dobra liczac od

poziomu x,. W konsekwencji granica

K(x, +h)- K(x)

lim = K'(x,)

h—>0
czyli pochodna K'(x,) jest tzw. kosztem kraricowymw punkcie x, .

Wykres funkcji y= K'(X) nazywamy krzywg kosztow kraricowych.
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V ZASTOSOWANIE POCHODNEJ DO BADANIA WELASNOSCI FUNKCII

Monotonicznos¢ funkcji rézniczkowalnej

Twierdzenie 1.

Jesli funkcje 71 g sa okreslone i rozniczkowalne w kazdym punkcie przedziahu (a, b), to

w tym przedziale sa rdwniez roézniczkowalne funkcje: &7 (l(e R), f+ g f-g, £l
4
(e(x)=0) i

D k()] =k (%)

Twierdzenie 2.

Jezeli funkcja £ jest okre$lona i1 rézniczkowalna w przedziale (a, b), za$ jej

pochodna £ jest w kazdym punkcie tego przedziatu dodatnia, to funkcja £ jest

w przedziale (a, b) rosnaca.

Twierdzenie 3.

Jezeli funkcja £ jest okre$lona i1 rézniczkowalna w przedziale (a, b), za$ jej

pochodna £ jest w kazdym punkcie tego przedzialu ujemna, to funkcja £ jest

w przedziale (a, b) malejaca.

Uwaga! Twierdzenia odwrotne do twierdzen 2 i 3 nie musza by¢ prawdziwe.
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Przykiad 3.
Zbadaé monotonicznos¢ funkcji okreslonej wzorem f(x)= x° —5x* —8x+1.
Obliczam pochodna £(x)=3x* —~10x-8.

Pochodna jest tréjmianem kwadratowym — badam znak pochodnej szkicujac jej

wykres.
A=b*—4ac

A=196
JA =14
—b-JA L _—b+A

X =—= v X, =4

(%)
o\ /e
ENCY

Na podstawie szkicu wykresu pochodnej wida¢, ze:

f(x)) 0 dla xe (—oo;—% )u(4;+oo) oraz f(x)( 0 dla Xe(—§;4).

Na podstawie twierdzen 2 i 3 stwierdzam, ze funkcja rosnie w kazdym

z przedzialow (—oo; —% ) oraz (4;+ oo) , za$ maleje w przedziale (- %;4) .
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Ekstremum funkcji rézniczkowalnej

Twierdzenie 4.

Jezeli funkcja fjest okreslona i1 rozniczkowalna w przedziale (a, b), x, € (a, b), zas$ jej

pochodna £ spetnia warunki:

1) £(x)=0

2) £(x,)) 0 dlakazdego xe(a,x,)i £(x,)(0 dlakazdego xe(x,,b)
to w punkcie x, funkcja osigga maksimum.

Twierdzenie 5.

Jezeli funkcja fjest okreslona i1 r6zniczkowalna w przedziale (a, b), x, € (a, b), zas$ jej

pochodna £ spetnia warunki:
1) £(x)=0
2) £(x,)(0 dlakazdego xe(a,x,)i £(x,)) 0 dlakazdego xe(x,,b)
to w punkcie x, funkcja osigga minimum.
Przykiad 4.
Wyznaczy¢ ekstremum funkcji okreslonej wzorem f(X) =4x —108x+200
D=R

Funkcja jest rozniczkowalna w R i #/(x)=12x" —108

Znajduje miejsca zerowe pochodnej

f(x)=0=12x -108=0

Skad x =3 v x, =-3
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r (3) =0 i fzmienia znak z ,;+” na ,,-” przy przejsciu przez x, =3, wigc funkcja

fma maksimum w tym punkciei £, = A3)=-16

f (— 3): 0 1 f zmienia znak z ,-” na ,,+” przy przejSciu przez x, =—3, wigc

funkcja fma minimum w tym punkcie i £, = f(—3)=416

Badanie przebiegu zmiennosci finkcji

Przykiad 5.
Zbada¢ przebieg zmiennosci i naszkicowaé wykres funkcji f(x) =x -3x
1. Okreslam dziedzing funkcji: D=R

2. Obliczam granice funkcji przy xdazacym do +o i —o0

X—>0 X—>0 X

lim (¥ -3 )= lim Aﬁ[l—ij:oo

X—>—0 X—>—0

lim (¥ ~3x°)= lim X’[l—ij:_oo

3. Wykres funkcji nie ma asymptot (nie istnieja skonczone granice

w nieskonczonosci, ani skoniczone w punkcie).
4. Miejsca zerowe funkcji:
x=0 & x¥-3¥=0 & x=0 vx=3
Punkt przecigcia si¢ wykresu z osig OY:
f(O) =0 wigc wykres przechodzi przez punkt (0, 0)
5. Pochodna funkcji i jej miejsca zerowe:
f(x)=3x -6x

f(X)zO & 33X -6x=0 < x=0 v x=2
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6. Znak pochodnej, monotoniczno$¢ i ekstrema funkcji.

(%)
o\ /e

r (X) » 0 dla xe(—0;0)u (2; + oo) wigc funkcja ro$nie w kazdym z przedziatow

(—o0;0 ) oraz (2;+oo),
£(x)( 0 dla xe (0;2)wiec funkcja maleje w przedziale (0;2).

i (0) =0 i £ zmienia znak z ,,+”’ na ,,-” przy przejsciu przez x =0, wigc funkcja

fosiaga w tym punkcie maksimumi £ = f(O) =0

r (2) =0 1 zmienia znak z ,,-” na ,,+” przy przejsciu przez x= 2, wigc funkcja £

osiaga w tym punkcie minimumi £, = A2)=—4

7. Informacje, ktore uzyskaliSmy w punktach 1-6 zapisujemy w tabeli przebiegu

zmienno$ci funkcji:

X (=0;0) 0 (0;2) 2 (25 3) 3 (3;0)

£(x) + 0 - 0 + + +

1 - oo/ 0 \ -4 / 0 /+ o

Na postawie tabeli wida¢, ze funkcja ro$nie od minus nieskonczonosci do punktu

(0; 0), gdzie osiaga maksimum, dalej maleje do punktu (2; -4), gdzie osiaga

minimum i ro$nie do plus nieskonczonosci.
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v

21
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VI ZASTOSOWANIE WESNOSCI FUNKCJI ROZNICZKOWALNYCH

Przykiad 6.

Kamien rzucony pionowo do gory z pewna predkoscia poczatkowa v, wznosi sig

w ciggu czasu fna wysokos$¢ A, dana rownaniem b(t) =—5¢ +50¢.

Znalez¢: a) predkos¢ w chwili £=0, b) czas wznoszenia si¢ kamienia,

c¢) najwigksze wzniesienie.

Rozwiazanie:

a)  Predkos$¢ poczatkowa (przy £= 0):
v=H(t)=50-10¢, 0)=50.

b)  Kamien osiaga punkt najwyzszy, gdy
v="H(t)=0, czyli ¢=5.

c) Najwigksze wzniesienie:

HK5)=50-5-5%=125.

Przyklad 7.
Puszka do konserw w postaci walca o pojemnosci 54 m ma by¢ tak wykonana, by
zostala zuzyta minimalna ilo§¢ blachy (minimum powierzchni). Wyznaczy¢ promien
rpodstawy 1 wysoko$¢ A puszki.

Rozwiazanie:

Objetos¢ puszki 7 r* h=54r ; stad
@) h=2

Pole powierzchni puszki obliczone wedlug wzoru P =27z r* + 2z rh wynosi

P=2zr + 087
r
Obliczam pochodna
P’(r) =4rr- 10%” .
r

Pochodna ta réwna sie¢ zeru, gdy r° =27, czyli r = 3. Dla obliczonej warto$ci

r powierzchnia P jest najmniejsza, poniewaz pochodna P’(r) przechodzi przez
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zero od warto$ci ujemnych do dodatnich.
Podstawiajac do rownania (2) r — 3 otrzymuj¢ A = 6. Zatem puszka o danej

pojemno$ci ma minimalng powierzchnig, gdy $rednica jest rowna wysokosci.
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VIII ZAMIAST UWAG KONCOWYCH
ZGNUSNIALY SWIAT

Zgnu$nialy $wiat ze swych rzucamy pojec
1 do abstrakcyj dobijamy bram,
w nieskonczonosci fatwiej jest nam brodzi¢,

zamiast skonczony zycia chwali¢ kram.

Refren: Niech sobie iks podaza do granicy,
niech funkcja rosnie i maleje wciaz,
my z epsylonem wiemy w tajemnicy,

jaki bedzie dalszy $wiata ciag.

My wiemy wszystko, wszystko jak nalezy,
co jest pierwotne i co pochodne jest,
rozcatkowaé¢ mozemy kazdy szczegot,

wyrézniczkowaé nawet mtodosci grzech.
Niech sobie iks...

Z niczego co$ mozemy tez budowac,
czego nie chwyta przestrzen ani czas,
mozemy bez konca twierdzi¢ i dowodzi¢,

ze my — to my — i nikt oprocz nas.
Niech sobie iks...

A tajemnicg t¢ my zamykamy
w magii nieskonczonej armii liczb.
W baterii funkcyj tak sfabrykowanych,

ze $wigty Turek nie zrozumie nic.

Niech sobie iks...
Stanistaw Fudali (1953 r.)

’ Matematyka - nasza niedostrzegalna kultura, dz. zb. pod red. M. Golebiowskiego, Wydawnictwo
Naukowe Uniwersytetu Szczecinskiego, Szczecin 1994, s. 92
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